MAGISCHE QUADRATE

Zwischen dem 9. und dem 12. Jahrhundert machten
arabische Mathematiker die Quadrate mit der stets gleichen
Zeilen-, Spalten- und Diagonalsumme hoffahig.

Von Jacques Sesiano

ie Aufgabe ist wohlbekannt:
In die Felder eines quadra-
tischen Schemas sind unter-
schiedliche natiirliche Zah-
len so einzutragen, dass deren Summe
entlang jeder Zeile, jeder Spalte und je-
der der beiden Diagonalen gleich ist.
Meistens ist zusitzlich gefordert, dass die
einzutragenden Zahlen genau die ersten
natiirlichen Zahlen sein sollen. Ein ma-
gisches Quadrat der Ordnung 7 (mit 7
Feldern pro Zeile und Spalte) enthilt
dann die natiirlichen Zahlen von 1 bis
n?. Da die Summe dieser Zahlen 1 + 2 +
3+...+n%=(n*(n?+1))/2 ist, muss die
magische Summe, das heif§t die Zahl, zu
der sich die Eintrige jeder Zeile, Spalte
oder Diagonale summieren sollen, gleich
(n(n*+1))/2 sein. Nur so kann sich als
Summe der n Zeilensummen die Ge-
samtsumme aller Eintrige ergeben.

Zur Ordnung 2 gibt es kein ma-
gisches Quadrat, und zur Ordnung 3 bis
auf Drehungen und Spiegelungen nur
ein einziges. Fiir ein magisches Quadrat
der Ordnung 4 gibt es bereits 880 Mog-
lichkeiten, und die Zahl der verschie-
denen magischen Quadrate wichst ra-
sant mit der Ordnung 7.

In Europa wurden magische Quad-
rate im 14. Jahrhundert durch Uberset-
zungen arabischer Texte bekannt. Dort
wurden diese harmlosen Zahlenanord-
nungen mit den damals bekannten sie-
ben »Planeten« (Sonne und Mond zihl-
ten mit, nicht aber die Erde) in Bezie-
hung gesetzt und ihnen im Wortsinn
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magische Krifte zugeschrieben, die man
zu eigenem Nutzen oder fremdem Scha-
den einsetzen konnte. Noch bei Pierre
de Fermat (1601—1665) findet sich die
heute Bezeichnung
»planetarische Quadrate.

Die andere aber hat sich erhalten —
und mit ihr eine gewisse Anriichigkeit,
die allerdings jiingeren Datums ist. Im
Arabischen hieflen die Quadrate ur-
spriinglich »harmonische Anordnungen
von Zahlen« — ein respektables Arbeitsge-
biet fiir Mathematiker. Diese erzielten

verschwundende
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In einem natirlichen Quadrat (das

ist eines, in das die Zahlen zeilen-
weise der Reihe nach eingetragen sind)
ist die Summe (iber jede der beiden Dia-
gonalen (rot), Uber die mittlere Zeile, die
mittlere Spalte (griin) und jede der »ge-
brochenen« Diagonalen (zwei Beispiele
hierfur in Blau und Violett) gleich der ma-
gischen Summe. Fir dieses Quadrat der
Ordnung 7 betragt sie 175.

nach ersten Versuchen im 9. und 10.
Jahrhundert grofle Fortschritte bis zum
goldenen Zeitalter der arabischen Mathe-
matik im 12. Jahrhundert. Im gleichen
Jahrhundert erreichte auch die Wissen-
schaft von den magischen Quadraten ih-
ren Hohepunke, der bis in die jlingste
Vergangenheit nicht tibertroffen wurde.
Nur die Hersteller von Amuletten und
andere Vertreter des finsteren Aberglau-
bens haben, indem sie den véllig un-
magischen Quadraten magische Krifte
zuschrieben und damit ihren heutigen
Namen einbrachten, deren eigentlich un-
tadeligen Ruf dauerhaft beschidigt.

Zwei Autoren, zwei Methoden

Die Anfinge kennen wir durch zwei Au-
toren aus dem 10. Jahrhundert. Abu’l
Wafa Buzjani (940—997), der durch sei-
ne Arbeiten zur Astronomie und zur Tri-
gonometrie berithmt wurde, gibt uns in
seiner weitschweifigen Abhandlung Ge-
legenheit, die frithen Bemiihungen um
eine allgemeine Methode zu verfolgen.
Dagegen geht Ali ben Ahmad al-Antaki
(gestorben 987) in seinem sehr knapp
gehaltenen Text nur zu Beginn auf die
einfachsten Methoden ein: »Einige be-
ginnen, indem sie die Zahlen in ihrer ge-
wohnlichen Reihenfolge einfiigen, an-
fangend mit 1 bis hin zu der Zahl, die
durch die Figur, die man magisch ma-
chen méchte, vorgegeben wird. Dann
versetzen sie die Zahlen darin dergestalt,
dass eine Vergroflerung in bestimmten
Reihen und eine Verkleinerung in den
gegeniiberliegenden Reihen hervorgeru-
fen wird.« Hier ist »Reihe« als Oberbe-
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griff fiir Zeile, Spalte und Diagonale zu
verstehen. »Dann bringen sie alle Reihen
auf ein und dieselbe Weise in Einklang.
Diese Methode bereitet dem Anfinger
gewisse Schwierigkeiten. Andere gehen
nach einer anderen, bequemeren Metho-
de vor.«

Diese bequemere Methode, die al-
Antaki im Folgenden beschreibt, ist die
Berandung: Rings um ein bekanntes ma-
gisches Quadrat legt man einen Rand-
streifen aus neuen Feldern und fiillt die-
se so mit Zahlen, dass alle Reihensum-
men um den gleichen Betrag vergroflert
werden.

Genauer: In einem magischen Qua-
drat der Ordnung 7 addiert man zu-
nichst 272+2 zu jedem Eintrag, wodurch
seine magische Summe auf (n(n?+1))/2
+n(2n+2) anwichst. Dann umgibt man
es mit einem Randstreifen, der genau ein
Feld breit ist. Dadurch entsteht ein Qua-
drat der Ordnung 7+2, in dem in jeder
Zeile, Spalte und Diagonale noch genau
zwei Felder — das erste und das letzte —
frei sind. Das eine freie Feld jeder Reihe
fillt man mit einer Zahl j, das andere
mit der dazu komplementiren Zahl
(n+2)*+1—j. Dabei verwendet man fiir
j jede Zahl zwischen 1 und 27+2 ge-
nau einmal. Auf diese Weise enthilt das
neue Quadrat genau die Zahlen von 1
bis (7+2)* und hat die magische Sum-
me ((n?+1))2+nQ2n+2)+(n+2)*+1 =
(n+2)((n+2)*+1)/2, wie es sich fiir ein
magisches Quadrat der Ordnung 7+2
gehort.

Im 10. Jahrhundert gingen also die
Vertreter der alten, von al-Antaki als
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miihsam bezeichneten Methode von dem
»natiirlichen« Quadrat aus, in dem die
Zahlen von 1 bis #? in der natiirlichen
Reihenfolge zeilenweise eingetragen sind.
Ein Jahrhundert spiter hatte man allge-
meine und einfache Methoden abgeleitet,
bei denen man das natiirliche Quadrat
nicht einmal mehr aufschreiben musste.

Quadrate ungerader Ordnung

Abu’l Wafa Buzjani hat uns zwei Bei-
spiele fiir die individuelle Konstruktion
eines Quadrats der Ordnung 5 hinterlas-
sen (Kasten nichste Seite, oben). Die
Diagonalen des natiirlichen Quadrats
lasst er unangetastet. Er weiff nidmlich,
dass diese bereits die richtige Summe ha-
ben, in diesem Fall 65. Allgemein gilt fiir
natiirliche Quadrate ungerader Ord-
nung, dass die mittlere Zeile, die mittle-
re Spalte und die beiden Diagonalen be-
reits die magische Summe haben.

Das gilt auch fiir die »gebrochenenc
Diagonalen; das sind Paare von Paral-
lelen zu den Diagonalen, die insgesamt
genauso viele Felder enthalten wie die
Diagonalen selbst, nimlich 7z Stiick.
Wenn man die rechte und die linke Seite
des Quadrats miteinander identifiziert,
desgleichen die obere und die untere, so-
dass sich ein Torus ergibt, werden die ge-
brochenen Diagonalen zu durchge-
henden Linien. Wie Abu’l Wafas Kons-
truktion auf Quadrate héherer Ordnung
zu verallgemeinern wire, ist nicht offen-
sichtlich.

Auf der genannten Eigenschaft natiir-
licher Quadrate beruht auch die Kons-
truktion von Ibn al-Haitam (etwa 965—
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Dieses magische Quadrat aus dem

Manuskript Ayasofya (a) stammt
aus dem 13. Jahrhundert; Diego Palomi-
no hat es in seinem »Fragmentum de In-
ventionibus scientarium« (Madrid 1599)
in der europaischen Version der arabi-
schen Ziffern wiedergegeben (b); die Zwei
sah damals noch wie ein Z aus und die
Eins wie ein |.

1041), die uns ein Autor des 12. Jahr-
hunderts iiberliefert hat: »Er schrieb vor,
zwei Quadrate zu zeichnen und in eines
der beiden die Zahlen gemif$ ihrer natiir-
lichen Reihenfolge einzutragen. Dann
sollte der Inhalt der mittleren Zeile und
der mittleren Spalte in die beiden Diago-
nalen des anderen Quadrats geschrieben
werden. Anschlieflend iiberfiihrte er den
Inhalt der verbleibenden Diagonalen in
die zugehorigen Felder des zweiten Qua-
drats unter komplizierten Bedingungen,
die zu beschreiben er sich viel Zeit nahm
und deren Befolgung dem Anfinger
Schwierigkeiten bereitet.« Das Rezept en-
det hier, man kann aber erraten, wie das
magische Quadrat vervollstindigt wurde
(Kasten nichste Seite, Mitte). Der Autor
des 12. Jahrhunderts brach seine Be-
schreibung auch deshalb ab, weil er eine
andere Methode vorzuschlagen hatte
(Kasten nichste Seite, unten).

Wie kann man das natiirliche Qua-
drat ginzlich vermeiden? Hier ist eine
Moglichkeit (Bild auf der tibernichsten
Seite): Man setzt in eines der Felder, die
dem Zentralfeld unmittelbar benachbart
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Zwei Methoden von Abu’'l Wafa Buzjani zur Konstruktion ma-
gischer Quadrate der Ordnung 5 (oben): Die Zahlen, die veran-
dert wurden, sind unterstrichen, die roten Zahlen bleiben un-
verdndert, die Pfeile kennzeichnen Vertauschungen.

Erste Methode: Ausgehend vom natlrlichen Quadrat lassen
wir die Zahlen in den Diagonalen unverandert (a) und vertau-
schen die Zahlen des Quadrats der Ordnung 3 im Zentrum
(griin umrahmt) mit ihren diagonal im Abstand 2 liegenden
Partnern (b, rote Pfeile). Dann vertauschen wir die bislang un-
berlhrten Zahlen am Rand mit den diametral gegenUberlie-

genden Zahlen, wobei die Rangordnung zwischen unmittel-
baren Nachbarn gewahrt bleibt: Von zwei Nachbarn kommt der
kleinere dorthin, wo vorher der kleinere war (c, violette Pfeile).

Zweite Methode: \Wieder bleiben die Zahlen in den Diagona-
len unverandert. Wir vertauschen die Zahlen, die an die Haupt-
diagonale (von oben links nach unten rechts) angrenzen, paar
weise miteinander (d, orangefarbene Pfeile). Dann vertauschen
wir wie oben die Zahlen am Rand mit ihren diametralen Part-
nern (e, blaue Pfeile). In beiden Fallen (c und e) sind die sich er
gebenden Quadrate magisch.
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Die Methode von al-Haitam: Die Zahlen in der mittleren Zeile und
in der mittleren Spalte des natlrlichen Quadrats (a) kommen in
die beiden Hauptdiagonalen des neuen Quadrats (b). In dessen
Zeilen und Spalten — mit Ausnahme der mittleren — sind damit
jeweils zwei Felder bereits besetzt. Die Eigenschaften des na-
trlichen Quadrats helfen uns, das magische Quadrat zu ver
vollstandigen. So muss die Zeile, welche die Zahlen 3 und 11
enthalt, die Elemente der zugehdrigen gebrochenen Diagonale

des natlrlichen Quadrats enthalten (a, rote Pfeile). Analog
muss die Spalte, die 8 und 14 enthalt, aus den Elementen der
entsprechenden gebrochenen Diagonale bestehen (griine Pfei-
le). Im Schnittpunkt von Zeile und Spalte muss also das beiden
gebrochenen Diagonalen gemeinsame Element stehen: 20. So
geht es weiter: Die Zahl 10 in ¢ gehdrt zu den blau und orange
gezeichneten Diagonalen des natlrlichen Quadrats. Am Ende
entsteht ein magisches Quadrat (d).
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Die Methode eines Autors aus dem 12. Jahrhundert: In das Quadrat
der ausgewahlten Ordnung (hier 5) setzt man ein um 45 Grad
verdrehtes Quadrat gleicher Ordnung ein (das »Karo«), dessen
Ecken auf den Kantenmittelpunkten des Ausgangsquadrats lie-
gen (a). Nachdem man in das groRe Quadrat die Zahlen in natir
licher Folge eingetragen hat (b), bemerkt man, dass einige Fel-
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der des Karos ausgeflllt sind, wahrend andere leer bleiben,
namlich genau diejenigen, die Kreuzungspunkte des urspring-
lichen Quadrats enthalten. Aus jeder Ecke des natlrlichen Qua-
drats verschiebt man die auRRerhalb des Karos liegenden Dreier
gruppen in Richtung der gegenlberliegenden Kante des Karos
(c, blaue Pfeile) und erhalt wieder ein magisches Quadrat (d).
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Eine allgemeine Methode fiir ma-

gische Quadrate ungerader Ord-
nung: Man geht von einem Feld aus (rot
eingerahmt), das dem Zentralfeld be-
nachbart ist, und folgt den gebrochenen
Diagonalen (blaue Pfeile), so als ob die
gegenuberliegenden Kanten des Qua-
drats miteinander verklebt wéaren. StoR3t
man auf ein bereits ausgefulites Feld (hier
ist das bei der Neun der Fall), geht man
zwei Zeilen nach unten (orangefarbener
Pfeil), fahrt mit dem Ausfiillen fort und so
weiter, bis das ganze Quadrat belegt ist.

sind, eine Eins ein, zum Beispiel in das
Feld unter dem Zentralfeld. Dann
schreibt man die nichsten Zahlen diago-
nal nach unten fortschreitend in die
Kistchen. Stof3t man auf eine Kante, so
fihrt man mit dem nachfolgenden Feld
auf der gegeniiberliegenden Seite fort
(man folgt der gebrochenen Diagona-
len). Nachdem man so viele Zahlen ein-
getragen hat, wie die Ordnung angibt,
geht es nicht mehr weiter. Dann geht
man unabhingig von der Ordnung des
Quadrats zwei Felder nach unten und
schreibt weiter, bis das Quadrat schlief3-
lich vollstindig ausgefiillt ist.

Diese Methode ist fiir alle ungeraden
Ordnungen anwendbar. Abul Wafa
kannte bereits die beiden entscheidenden
Eigenschaften der Quadrate ungerader
Ordnung. Gleichwohl — oder gerade des-
wegen — konnte er sich nicht dazu
durchringen, die mittlere Zeile und Spal-
te die Rolle der bisherigen Diagonalen
einnehmen zu lassen. Erst al-Haitam
kam auf diese Idee und von dort auf die
eben geschilderte allgemeine Methode.

Wenn 7 eine gerade Zahl ist, gibt es
die mittlere Zeile oder Spalte nicht, de-
ren Summe gleich der magischen Sum-

me sein konnte. Vielmehr zerlegen die
waagerechte und die senkrechte Mittelli-
nie das ganze Quadrat in vier Teilquad-
rate (»Quadranten«). Analog zu den un-
geraden haben die geraden natiirlichen
Quadrate eine niitzliche Eigenschaft, die
man bei Ibn al-Haitam findet (sie war
schon vorher bekannt): Man greife aus
einer Zeile eine (beliebig gewihlte) Half-
te der Felder heraus. Die Summe dieser
»Halbzeile« plus die Summe der beziig-
lich des Quadratmittelpunkts symme-
trischen Halbzeile ist gleich der ma-
gischen Summe. Analoges gilt fiir die
Halbspalten. Auflerdem ist die Summe
jeder gewohnlichen oder gebrochenen
Diagonale ebenfalls gleich der magi-

schen Summe.

Quadrate gerader Ordnung

Unter Nutzung dieser Eigenschaft gelang
es, die ersten magischen Quadrate gera-
der Ordnung zu erzeugen. Man lisst die
Diagonalen unverindert und bringt die
Summen in den Zeilen auf die richtige
Grofle, indem man die Hilfte ihrer Ele-
mente austauscht. Dann verfihrt man
ebenso mit den Spalten, muss allerdings
dafiir Sorge tragen, dass die bereits kor-
rekten Zeilensummen nicht verindert
werden. Das liuft auf ein kompliziertes
Verfahren hinaus.

Diese Klippe lisst sich umschiffen,
indem man Eintrige innerhalb von Dia-
gonalen vertauscht, was sich auf Spalten
und Zeilen zugleich auswirkt. Das war
die grofle Neuerung im 11. Jahrhundert.
Anleitungen wie oben im Kasten links
sind in den arabischen Texten dieser Zeit
hiufig zu finden.

Diese Methode funktioniert nur,
wenn der Quadrant selbst von gerader
Ordnung ist. Der Fall eines Quadrats ge-
rader Ordnung, die nur durch 2, nicht
aber durch 4 teilbar ist (n=4k+2), ist
weniger einfach; die allgemeine Metho-
de hierfiir wurde erst in der zweiten
Hilfte des 11. Jahrhunderts entdeckt.
Man findet sie in einem Werk von al-Ka-
ragi, das um 1100 geschrieben wurde
(im Kasten links, unten).

Auch diese Methode beruht auf der
oben genannten Eigenschaft der Sum-
men von Halbzeilen und Halbspalten.
Allerdings kann die schlichte Ubertra-
gung des obigen Verfahrens nicht funki-
onieren. Wenn man nimlich in dem ers-
ten Quadranten 4 Felder pro Zeile und
Spalte mit schwarzen Punkten versehen

wiirde, dann blieben in jeder Zeile [>
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Die Ordnung ist ein Vielfaches von 4, n=4k: Man vertausche die
Zahlen des natirlichen Quadrats entlang von Diagonalen. Bei
der folgenden Methode muss man das urspringliche natir
liche Quadrat gar nicht mehr hinschreiben. In dem abgebilde-
ten Beispiel ist k=2.

In den ersten Quadranten setzen wir Punkte so ein, dass in
jeder Halbzeile und jeder Halbspalte genau k Stiick stehen (a).
Dieses Muster Ubertragen wir auf die anderen Quadranten, in-
dem wir es mit der rechten unteren Ecke (dem Mittelpunkt des
ganzen Quadrats) als Drehzentrum um 90, 180 und 270 Grad
drehen (b). Beginnend mit der linken oberen Ecke, tragen wir

die Zahlen des natUrlichen Quadrats in alle Felder ein, die einen
Punkt tragen (c, die roten Zahlen).

Die noch freien Felder flllen wir ebenfalls mit den Zahlen
des natlrlichen Quadrats, diesmal aber, indem wir von der
rechten unteren Ecke nach links und nach oben arbeiten. Alter
nativ kann man das halb ausgeflillte Quadrat um 180 Grad dre-
hen und dann die freien Felder auf dieselbe Weise flllen wie
beim ersten Duchgang. Das entstehende Quadrat ist magisch
(c). Aus anderen Punktmustern ergeben sich andere magische
Quadrate (d); zu diesem Muster vergleiche auch Spektrum der
Wissenschaft 1/1996, S. 14.
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Die Ordnung ist durch 2, aber nicht durch 4 teilbar, n = 4k+2: Nach
der Methode von al-Karagi nehmen wir den ersten Quadranten;
er hat die Ordnung 2k+1. In seine erste Zeile setzen wir k
schwarze Punkte (im Beispiel ist k=1, also n=6), einen roten
und einen griinen. Die beiden letzteren dirfen nicht in der Dia-
gonale stehen. Nun vervollstdndigen wir die Punkteverteilung
im ersten Quadranten derart, dass dessen gewdhnliche wie
gebrochene Diagonalen stets Punkte gleicher Farbe enthalten.
Dieses Muster Ubertragen wir durch Spiegelung an den Mittel-
linien des Gesamtquadrats auf die anderen Quadranten; und
zwar werden die roten Punkte nur nach rechts gespiegelt, die

grinen nur nach unten und die schwarzen in alle drei restlichen
Quadranten (b).

Wieder flllen wir das Quadrat mit den Zahlen des natlr
lichen Quadrats, und zwar so, wie die farbigen Pfeile angeben:
Die Felder mit schwarzen Punkten flllen wir in der Ublichen
Schreibrichtung (c). Fur die griinen Punkte beginnen wir rechts
oben, schreiben die Zeilen von rechts nach links und unterei-
nander; fur die roten Punkte schreiben wir links unten begin-
nend die Zeilen von links nach rechts und Gbereinander, und far
die freien Felder (blauer Pfeil) konnen wir in Gedanken das
Quadrat wieder um 180 Grad drehen.

den 2k+1 Vertau-

D> des Gesamtquadrats 24 Eintrige unver- gelangt man zu

indert (gegeniiber dem natiirlichen Qua-
drat), und 24+2 wiirden vertauscht. Es
miissen aber beide Male 24+1 Eintrige
sein, damit es die Hilfte ist. Also miissen
wir pro Zeile und Spalte eine Vertau-
schung unterlassen. Diesem Zweck die-
nen die roten und griinen Punkte. Die
roten verhindern genau eine Vertau-
schung innerhalb einer Zeile; die griinen
Punkte tun dasselbe fiir die Spalten. So
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schungen zwischen Paaren konjugierter
Zeilen oder Spalten, wobei die Diagona-
len intakt bleiben.

Mit dieser Methode war das Problem
der Konstruktion magischer Quadrate
im Prinzip geldst. Dennoch gab es auch
in den nachfolgenden Jahrhunderten
noch genug zu tun: Man variierte die
Methoden und fiihrte zusitzliche Forde-
rungen ein. <
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